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1 Problema #11: A Teoria BCS da Supercondutivi-
dade

Da defini¢ao dos operadores de pares

by =c_j cx
—k| “kr o
bl =cl of (1)
E— "k -k
vemos que by e b_;, sdo equivalentes, porque b_, = —b;,. Também os b's ndo dependem do
spin porque os elétron se pareiam num estado singleto. A partir daqui, usaremos o simbolo
k para rotular os pares. Calculamos as relacoes de comutacao dos b's. A expectativa é
que um par de Cooper se comporte como um bdson, ja que é um estado ligado entre dois
férmions. Essa expectativa é parcialmente bem sucedida.
a) Relagoes de comutagao
Usaremos as identidades seguintes:
[A,BC] = [A,B]C+B[AC], (i)
[A,BC] = [A,B]JC+BJ[A,C] . (ii)

Usando (i), resulta:
|:bk7b1]-g’j| = [ka Ck,CL CT_k/} = [ka Ck,CL] CT_k/ + CL, [ka Ck, CT_k/} .
Agora usando (ii), obtemos:

[bk, bL/:| = (C,k 5k’k — Ck 5k’7k) CT_k, -+ CL, (C,k 5k’fk — Ck 5k’k> =
= 5k’k (1 — N — n_k) + 5k’—k (nk +n_p — 1) .
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O comutador é nulo para k' # k, —k. Quando k' = k obtemos
[bk, b};] = (1 — Ng — n_k) .

A mesma relacao é obtida quando k' = —k porque btk = —bz, mostrando que b, e
b_; sao equivalentes. Assim, as relagoes de comutacao ficam:

[bka bk’] =0 )
bL,bL, =0, (2)
bk, bL = 5k’k (1 — Ng — n,k) .

As duas primeiras sao triviais, porque todos os anticomutadores sao nulos. Vemos
que nao sao obtidas as relagdes bosonicas por causa do fator (ng +n_g), que em
parte reflete o principio de Pauli. Note que os operadores de pares satisfazem:

B2=0, (bL)zzo, (3)

como no caso de férmions. Essas relagoes mistas lembram a &lgebra de spin 1/2,
fato explorado por P. W. Anderson para obter os resultados de BCS através de um
sistema ficticio de spins. Ver Phys. Rev. 110, 827 (1958).

Processo Variacional

A teoria BCS assume que o estado supercondutor pode ser descrito como uma ‘con-
desacao de pares’, que nao é uma condensagao de Bose-Einstein (ver item anterior).
De todas as interagoes, as relevantes sao apenas as interagoes entre pares de Cooper.
A formagao de excitagoes de quase-particulas estd impedida pela presenga de um
gap de energia, fendomeno que da estabilidade ao estado supercondutor. Essa fisica
esta contida no Hamiltoniano efetivo BCS

H = Z 2€kb,1bk + Z Vi ke bL/bk : (4)
k kAk!

onde ¢; é a energia na banda de condugao de um elétron. Para uma banda de
conducao muito larga, €, pode ser aproximada pela relagao de dispersao do caso
livre. O operador b,zbk representa o numero de pares, dai o fator 2 na frente da
energia. O termo de interagao fornece o processo de espalhamento de um par para
outro, mediado por um potencial atrativo.

O estado fundamental é proposto como um estado de prova para a ocupacao de
pares

) =TT (e + i) 10) (5)
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onde (ug,vy) sdo parametros variacionias, que supomos reais, e |0) é o vdcuo
dos operadores fermionicos (c,cl). Os casos (ur = 1,v;, = 0) e (up = 0,v; = 1) sdo
triviais. O ultimo, nada mais é que um estado tipo Hartree-Fock

[HF) =TT l10) -
k

O Mar de Fermi também é um caso particular, com fungoes degrau para (ug, vg),
com a discontinuidade na energia de Fermi (fica para o leitor pensar a configuragao).

Os casos de interesse sdo aqueles com wu, # 0,v;, # 0. Nesse caso, [¢)) é uma
superposigao linear de estados com qualquer nimero de pares. Os fatores em (5)
podem ser escritos nao importando a ordem, porque os operadores bL comutam.

Queremos minimizar a energia média do sistema e determinar variacionalmente os
coeficientes (ug, vg) . Requeremos entao que

o WIHY)

seja minima. Esse problema variacional é condicionado, quando fixamos o nimero
total de particulas

o (e[Eedalv) (e dnfv) o
a (Y]) B () '
A condig¢ao pode ser incluida, adicionando um multiplicador de Lagrange u, que
a posteriori sera identificado com o potencial quimico. De maneira equivalente,
minimizamos o funcional:

T
W=F—pu 2<¢’%;|f;>bk’¢>—zv . (7)

Primeiro, analisamos o termo (¢|¢)) da ‘norma quadrado’ do estado de prova

(Ylv) = <0 H (uk/+vk/bk,)H (ukjuvkbL) 0> _

0> : (8)

- <0 H (ug + viby) (UkﬂLUkbiTc)

onde os termos foram reagrupados, usando que os operadores comutam para k' # k
e os coeficientes sao considerados como reais. Para avaliar (8) decompomos o vdcuo
como produto tensorial de vacuos para os pares

0)=1] 10),
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e (Y]¢) pode ser organizada como
(YY) = H k <0 ‘(uk + vbg) (uk + vkbz) ‘ 0>k = H & <0 ’ (ui + vibkbz) ‘ 0>k ,
k k

onde os termos lineares em b e bL se anulam operando sobre o vacuo. Usamos o
resultado (2) e obtemos

b} 10), = (BLbi+ 1= i = n i) 0}, = [0),

e portanto

Wy =TT (ui +23) - 9)

k

Agora precisamos calcular <w ‘ b,tbk‘ w> e <w ’bz,bk’ w>. Note que

b |[Y) = H (uk/ + vk/bz,) {bk (uk + vkbz) |O)} = U H <uk/ + vk/bL,) |0)

k'#k k' #k

e também

<¢| bT = Vg <0| H (uk/ + ’Uk/b;i,> .

k' #£k
Lembrando nosso calculo anterior de (8), obtemos
<¢‘ bgbk‘ ¢> =[] (3 +})
k' £k
e usando (9)
]
(v]dov)
(®ly) (uk +vp)

Similarmente, para o termo de interacao temos:

<¢ bL,bk)¢> = UpU H u +v <0)(uk+vkbk) (uk/+vk,bz,))0>:

97k, k
= UpUrUL UL H u + U
a#H, k
e finalmente
<¢’ bz’b’“‘ ¢> _ U Vg Uk Uk

Wiey (4R (w4 0f)

Evaluamos agora o funcional (7) em termos dos parametros variacionais obtendo
Uper Ufe U Vg
W= e k+vk+z,: bemrenee o

k;ék’

onde temos omitido o termo /N que nao depende dos parametros variacionais.
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c¢) Impondo as condigoes
(w1 0) = 1, (11)

para todo k, asseguramos a normalizacao do estado BCS. Isso elimina os denomi-
nadores em (10), mas ao custo de introduzir um multiplicador de Lagrange \; para
cada uma das condigdes (11). Veremos que os multiplicadores de Lagrange estao as-
sociados a energia das excitacoes do estado fundamental. Desse modo, minimizamos
um novo funcional

W — Z [2<€k — M)Uz + M (u% -+ U%)} + Z Vi U UpVp U (12)
k Kk
kK

As equagdes de Lagrange sao neste caso muito simples, porque o funcional (12) s6
depende das ‘coordenadas generalizadas’ (ug, vy). Elas fornecem

5104

8—uk = 0 =2 ,u + 2v; ;%;k Vi uprv (13)

oW

o = 0=2[2(ex — p) + i) vr + 2uy, Z Vier ugrvgr (14)
k k'#£k

onde temos suposto que o potencial V' é real. Usando as defini¢oes do ‘gap’ Ay e
da energia Fj das quase-particulas,

Ap=— Zk/;ék Virrup v
By = (ex — 1) + Ar.

as equagoes acima (13) e (14) ficam como

[Ek — (ék — ,u)] Uk — Akvk =0 y (15)
—Akuk + [Ek + (Ek - ,u)] Vrp = 0. (16)

Note que Ejy = (ex — i) + \x é esencialmente o multiplicador de Lagrange. Ele
aparece como solucao de um problema de autovalores representado pelas equacoes
homogéneas (15) e (16). A solucdo nao trivial conduz a equagao secular

Ei = (ex— )’ = A =0

com solugoes

B = /(ex — n)? + A2 . (17)

Obtemos dois ramos para a energia. Iremos mostrar que apenas aquele de energia
positiva é fisico (intuitivamente Ej > 0, se ele representar uma excitacdo sobre o
estado fundamental).



d) Uma vez obtidos os autovalores, procuramos os coeficientes (uy,vx) manipulando
as equagoes (15) e (16). Multiplicando (15) por vy, (16) por u; e somando ambas

relagoes obtemos
Ay

2B

mostrando que o gap é nao nulo sé no caso u; # 0,v; # 0 simultaneamente.

UV = (18)

Substituindo o resultado u; = —— em (15) obtemos:
QUkEk
Er — (ep — p)
2 k k H
=——" 19
Uk 2Ek; ? ( )

mostrando que a solucao real s6 é possivel para Ej > 0. Nesse caso também temos
que Ey > (ex — p). Observe que vi é proporcional & probabilidade de ter um par
ocupado em k. Esperamos que essa probabilidade seja nula para altas energias,
outra vez confirmando a escolha do ramo Ej > 0. No limite Aj, — 0, v reproduz a
distribuicao de Fermi

2o lee = (ee—p) [ L e <p
F 2|ex — pl 0, x> p

e permite identificar o multiplicador de Lagrange 1 com a energia de Fermi ep.

Para o caso geral com Ay # 0 o comportamento qualitativo de v é mostrado na
figura abaixo:

e 1

e it T=10

——=~ Fermi function at T,

kT,

| | | ]
~Hw, -A 0 A o, fe=e— 1t

Esse comportamento de v? indica que o gap supercondutor sé é diferente de zero
numa vizinhanga do nivel de Fermi, indicada na figura.



Epilogo

Analisamos o ramo fisico da relacao de dispersao (17) perto do nivel de Fermi. Para

uma banda larga aproximamos ¢, como sendo a energia de uma particula livre.
Assim

i k* — k%) ~ vpP 20

Eg — = 2m( F)NUF ) (20)

onde P = h(k — kr) é o momentum medido a partir do vetor de onda de Fermi
kr e vp é a correspondente velocidade de Fermi. A relagao de dispersao de uma
quase-particula fica aproximada por

2 .2 P2 2

que pode ser comparada com a energia relativistica
E2? — 22 2\ 2

=cp’ + (mc®)™

fazendo a correspondéncia

C — Up

mc® — Ay’
de maneira que o gap de energia pode ser pensado como a massa em repouso da
quase-particula.

O gap ¢é obtido por
Ak/
V / 1V = V ’
Z k' kUL Uk Z kk2Ek,
k' £k k' £k

onde temos usado a relagao (18) da solugao BCS, conseguindo assim uma equagao
implicita para Ag. Para espectro quase-continuo é transformada numa equagao
integral

1%
Ak = 3 /dgk/ Vk’k 9 (21)
(27‘-) 2\/ Ek/ — + AZ/
onde V é o volume do sistema e (27r) /V é o volume no espago k ocupado por um
estado (para condigoes periddicas de contorno). |

No artigo de BCS [Phys.Rev.108,175(1957)], sdo feitas outras suposigdes sobre a
fisica da supercondutividade. A potencial atrativo Vj,, é atribuido a interacao dos
elétrons com as vibragoes da rede cristalina (fénons). Isso introduz uma freqiiéncia
carateristica associada com os fonons, wp, de maneira que o potencial atrativo so6 é
efetivo numa regiao estreita na vizinhanca do nivel de Fermi, onde ele é constante
(modelo do par de Cooper)

_‘/07 ‘Ek_:u‘>|€k’_lu“‘_<th>
0, lex—pl,lew —pul > hwp .
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Também ¢é assumido o modelo de ‘onda s, onde o gap nao depende de k

Agora escrevemos a equacao integral acima é escrita em termos da energia, intro-
duzindo a densidade de estados D(e) dos elétrons na banda de condugao

A = / de D)V A _
le—p| <hwp 2 /(6 . /J)Z + A2
pt+hwp 1
VoA / de D(e) .
p—hwp 2 (5 _ ,u)2 + AQ

Supondo que a regido |ex — u| < hwp é muito estreita comparada com p = ep,
podemos considerar D(e) como sendo constante e igual a D(ep). Fazemos a mudancga
de variavel ¢’ = e — u, obtendo

1 ==V,D(e )/TMD e’ — 2 D(ep)sinh! (M—D)
A SN EY A)

que ¢ resolvida para o gap na forma:

hwp
] )
sinh{ ———
1 {VOD(EF)}

A freqiiéncia wp é identificada com a freqiiéncia de Debye dos fonons. A relagao (22)
tem uma singularidade essencial para Vj — 0, indicando que o método perturbativo
nao é valido. Este é um caso importante onde o método variacional é muito
superior ao método da teoria de perturbacgoes, que na verdade, nao pode ser aplicado.

L]

A:

(22)



